Neues Aufgabenformat im Abitur

Was andert sich?

() Grundkurs

Bisher: Aufgabe 1 Aufgabe 2 Aufgabe 3

dreiAufgaben zu zweThemenbereichen in 240 Minuten

Ab 2008: Aufgabe 1 Aufgabe 2

zweiAufgaben zu zwerThemenbereichen in 240 Minuten

(ii) Leistungskurs

Bisher: Aufgabe 1 Aufgabe 2 Aufgabe 3

dreiAufgaben zu zweThemenbereichen in 300 Minuten

Ab 2008: Aufgabe 1 Aufgabe 2

zweiAufgaben zu zweThemenbereichen in 300 Minuten

weiter fir GK und LK
Die zusatzliche Zeit soll nur teilweise mit Inhalten gefillt werdedass Schilerin-
nen und Schiiler weniger unter Zeitdruck sind.

Was bleibt unverandert?

Die Anteile der Anforderungsbereiche bleiben gleich:

» Anforderungsbereich | und Il jeweils etwa 20 — 25 %, wobei der Anteil von Il giciier als
jener von | sein darf.
» Anforderungsbereich Il also etwa 50 — 60 %

Beispielaufgaben im neuen Format

Grundkurs Leistungskurs

Héangebricke S.2 Wachstumsvorgange S. 12
Fischzucht S. 7 Population S. 19
Ubungsaufgabe Pantheon, S. 26

Seite 1 von 32



Beispielaufgabe 1 Grundkurs
Neues Aufgabenformat

ANALYSIS

Héangebricke

-7 N
7 s
-2 NN

A Ic T E

><V

Die Abbildung zeigt eine Skizze einer Hangebriicke. Von der Briicke sind fel@satdn bekannt:

Die PunkteB undD liegen jeweils 152 m Uber der geraden Fahrbahn und sind 1 280 m voneinander
entfernt. Die Gesamtlange der Fahrbahn zwischen den PukkiethE betragt 1 850 m.

a) Berechnen Sie die Entfernung der PunkiendB bzw.D undE voneinander
(gestrichelte Linie). 10P

Der Verlauf der Tragseile der Briicke, die in der Skizze eingeaet sind, kann mit verschiedenen
mathematischen Modellen beschrieben werden. Dazu wird ein KoordinagensyitPunkiC als
Koordinatenursprung festgelegt. Eine Langeneinheit entspricht 1 m.

Die PunkteA, C undE der Fahrbahn liegen auf deAchse.

Der Verlauf der Tragseile zwisch&undD wird naherungsweise durch den Graphen einer Funktion
beschrieben, der durch diese beiden Punkte geht und die Fahrbahn ir@ Bariktrt.

Hinweis: Bei den Berechnungen muissen die Einheiten nicht mitgeschrieben.werd

b) In einem ersten Modell wird der Verlauf der Tragseile zwischen den PuBkiedD naherungs-
weise mithilfe des Graphen einer quadratischen Funktloeschrieben.

Bestimmen Sie eine Gleichung der Funktion 10P

c) Bei Verwendung eines zweiten Modells wird der Verlauf der Tragzeilschen den Punktéh
undD durch den Graphen der Funktibbeschrieben:

k(x):i-(e"”‘-i- e —E, a>0.
2a a

« Bestatigen Sie, dass jeder Graph dieser Funktibaehsensymmetrisch zwAchse ist und
durch den PunkEt geht.

* Weisen Sie nach, dass der Graph der Funkteurch die PunktB undD enthalt, wenn fia
ein Wert eingesetzt wird, der zwischen 0,00072 und 0,00073 liegt. 25P
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Beispielaufgabe 1 Grundkurs

Neues Aufgabenformat

Hinweis: In allen folgenden Aufgabenteilen gilt a = 0,00073, sofern es dort eilgesRialt

Fir das Tragseil wurden zwei unterschiedliche Modelle ermiitefteilaufgabe b) eine Paralieind
in Teilaufgabe c) eine so genannte Kettenlkie
In den nachfolgenden Teilaufgaben sollen Sie diese beiden Modelle untéiedzsen Gesichts-

punkten vergleichen: in e) hinsichtlich der Seillange, in f) hinsathtier ,
Steigung und zunachst in d) allgemein. —
/ﬁabe‘

d) Mit einem Funktionsplotter kann man keinen Unterschied zwischen® +—1 e |
den beiden Graphen erkennen, jedoch in einem stark vergroRRerten | Kelte=
Ausschnitt (siehe Abbildung rechts). 518 1
Beschreiben Sie, wie sich der ,Unterschied” mit Hilfe der Matutém
bestimmen liel3ékeine konkreten Berechnungen) 51

374 374,5 375 375,5
10P

e) Die Langel; des Tragseils — modelliert nkit- zwischen den Punkt@&wundD kann mit der For-
mel

— 1 o ax - ax
L ==0[ (7" +e)dx
2 40

berechnet werden.
* Bestimmen Sie die L&ndg und runden Sie diese auf zwei Nachkommastellen.

Die Lange des Tragseils fur das Modell Parabel beltrégtl 326,62 m.
* Vergleichen Sie die beiden Ergebnisse und interpretieren Sieadielsdninsichtlich Teilaufga-

be d). 20P

f) Bestimmen Sie eine obere und eine unteren Schranke fiir die UangedL..

Beurteilen Sie damit, ob Ihr in Aufgabenteil €) ermitteltes Ergeiinis, in einem realistischen
Bereich liegt. 10P
g) Zu Wartungszwecken soll ein Wagen angeschafft werden, der auf dem lTdag&ziicke zwi-

schen den PunktédiundD entlang fahren kann.

Ermitteln Sie fUr beide Modelle, welchen maximalen Steigungswinkel ethexolWWagen bewalti-
gen muss. 15P
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Beispielaufgabe 1 Grundkurs
Neues Aufgabenformat

Erwartungshorizont

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I i {m

a) | Aus Symmetriegriinden gilaB| = PE|.

ABist Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Kathetenlangen
152 m bzw. (1 850 m—1280 m) : 2 =285 m.

| ABE+/2858 + 153 = 32.

Die PunkteA undB (bzw.D undE) sind 323 m voneinander entfernt. 10

b) | f(x)=ax + b mith =0, da der Punkt auf derx-Achse liegt.

Durch Einsetzen der Koordinaten vbrerhalt man

152=aB46 - a=—>
51200

Die Funktionf hat die Gleichungf (x) = 19 X,
51200 10

1
a
%

:i Me_am‘x) + eaE(J— ) _1
2a a.

k(x)=2—1é1 e + 6%) -

Bedingung flir Achsensymmetrie:

= i [qeafﬂ-x) + &) _1
2a a
=k(=X)

k(0) :i E{e""[0 + e‘am) —1
2a a

Prifung furC(0]0):; =1 [ +1) 1
2a a

:l—l =0
a a

Prifung furD(640]|152) unéh = 0,00072:

K(640)= 1 (00072 640, & 0,00072 649 ! 150,083
2-0,00072 0,00072

Prifung furD(640]|152) unéh = 0,00073:

K(640)= 1 (00073 640 - 0,00073 64p_ 1 152,243,
2-0,00073 0,00073

Weil 150,083 < 152 < 152,243 ist der Nachweis erbracht. Wegen der Achsen-
symmetrie gilt die Aussage auch fiir den Puhkt 15| 10
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Beispielaufgabe 1 Grundkurs
Neues Aufgabenformat

Zuordnung,
Lésungsskizze Bewertung
L[

d) | Erwartet wird eine Ausfiihrung mit konkreten Angaben, wie der ,,Unterschied”
mathematisch beschrieben werden kénnte.
Nicht erwartetwird ein Hinweis darauf, dass sich Kettenlinie und Parabel zi-
schen den Punkten B und C bzw. C und D noch einmal schneiden (der gerundete
Wert a = 0,00073 fuihrt zu Rundungsfehlern).

Beispiel 1:

Eine Moglichkeit, den Unterschied zu erfassen, besteht darin, die Diffien&n
tion zu untersuchen, alsomit d(x) =f(x) — k(x) fir —640< x < 640.

Beispiel 2:

Der Unterschied lasst sich beschreiben mit der Differeng-Heordinaten
zweier Punkté- undK auf dem Graphen vdrbzw.k mit denselbex-Koor-
dinaten.

Fur den bei der Aufgabe abgebildeten Ausschnitt ist das etwa 0,5. Diese D
renz ware fur alle interessierenden Stellen zu untersuchen.

Beispiel 3:

Der Unterschied lasst sich beschreiben mit dem Maf der Flache zwiszihe
den Graphen im Bereich von —640 bis 640.

640
Es ware also das Integraf (f(x)— k(X)) dx zu berechnen.
-640
Hinweis: wegen der Rundung des Parameters a in k gilt k(640) > 152, in dieseim
Modell endet das Seil also oberhalb von D (fur B analog). Daher schneidep sic
fund k jeweils in der Nahe von B bzw. D.

N

iff

=)

640

Denkbar ware auch, den Durchschnitt zu berechnén: [ (f (x) — k(X)) dx.
1280 549 5|5

e) | Bestimmung der Tragseillange im Intervall -640< x < 64C (mit Modell k):

640

L= 2-1-f e+ e ) dx
2 0

1 _ 41640
:_.[eax_e ax]

a 0

T 0 0(13073' (eooreere—g 0P (e 0 ef

~1327,076...
Die Kabellange zwischen den PunkinndD betragt ca. 1 327 m.

Beim Modellf ist sie nur etwa 50 cm geringer, verglichen mit der Gesamtldnge
eine geringe Abweichung. Die Modellierungen des Tragseils mit der Parabe
und der Kettenlinid unterscheiden sich in diesem wichtigen Punkt nur unwe-
sentlich. Daraus last sich auch vermuten, dass der ,,Unterschied” der beidén
Funktionen im betrachteten Bereich nur gering sein kann. 15
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Beispielaufgabe 1

Neues Aufgabenformat

Grundkurs

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
|1
f) | Die direkte Verbindung der PunkiBeundC bzw. C undD hatte die L&ange:
157 + 646 = 1315,604~ 13.
Auch die Entfernung von B nach D (1280) ware als untere Schranke mdglich.
SeienB’ undD’ die senkrechten Projektionen der PurikiendD auf diex-
Achse. Dann betragt die Summe der waagerechten und senkrechten Kompongn-
ten des StreckenzugB8'CD'D 2:(640+ 152= 158.
B 72, . D ¥
NB’ Schranke C obere D &
(Zeichnung nicht erwartet)
Der in Aufgabenteil e) errechnete Wert fijr— ndmlich ca. 1327 — liegt zwi-
schen diesen ,Grenzen“ und daher in einem realistischen Bejleahgilt auch
flr den gegebenen Wert fig)L 10
g) | Maximaler Steigungswinkel der beiden Graphen ist (z.B. nach der Fjazze
weils am Rand, also in den Punk&mnindD.
Aus Symmetriegriinden reicht die Untersuchung im PDnkt
Modell Parabel:
F(x)= 19
51200
reo= 25600
f'(640)= 0,475
O B=arctan(0,475% 25,4
Modell Kettenlinie:
1 — 1
k() =—0&"+e®)-=
) 2a[Q ) a
K'(% =l[@e<"‘X - &%)
640 [ﬂ 0,000731640__ 5 0,00073 64 O 484
0 B= arctan 0,484 25,8..
Wenn der Wagen eine maximale Steigung von etwa 26° befahren kann, ist er
nach beiden Modellen geeignet. 15
Insgesamt 100 BWE25 | 55| 20
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Beispielaufgabe 2 Grundkurs
Neues Aufgabenformat

LA/AG 1

Fischzucht

Die Entwicklung einer bestimmten Fischpopulation in einem Fluss ineleingés Jahres beschreibt

folgendes Modell:

* Nur aus einem Viertel der Eier schliipfen junge Fische, die andezerdtenden.
Diese Fische werden nicht alter als drei Jahre.

* Von den jungen Fischen wachst nur einer von 25 in einem Jahr zu einem erwacksdnen F
heran, der Rest stirbt.

» Jeder zweite erwachsene Fisch Uberlebt ein weiteres Jahr und zahltid@nagpe der alten
Fische.

* Jeder erwachsene Fisch legt 50 Eier. Jeder alte Fisch legt sogar 100 Eier

ON = Anzahlder Eier
Anzahl der jungen Fische
Anzahl der erwachsenen Fisc

J
Benutzen Sie akarzenq@ E

0
HA

Anzahl der alten Fische

a) Stellen Sie das beschriebene Modell mit einem Graphen dar. 10P

00 0 50 100]
D25 0 0 of
J0 004 0 oo’

50 o 05 o0F

b) Die zum Modell gehérende PopulationsmaRijautet: P =

— Interpretieren Sie die erste Zeile der MaRii¥n Sachkontext der Aufgabe.
— Geben Sie die Bedeutung des Matrixelempssn.
— Begrinden Sie, weshalb die Hauptdiagonale nur Nullen enthalt. 10P

Hinweis  Wenn nichts anderes angegeben ist, wird in den folgenden Aufgaben P als Populations
matrix verwendet.

c) Die Fischpopulation setzt sich zum Untersuchungszeitpunkt aus 500 Eiern, 50 jsodpem Fi
6 erwachsenen Fischen und 3 alten Fischen zusammen.
Berechnen Sie mit Hilfe der Populationsma#idie Fischpopulation hach einem und nach zwei
Jahren. 15P

d) Ermitteln Sie eine Startpopulation, aus der nach einem Jahr 600 Eienng@dHische, 3 erwach-
sene Fische und 4 alte Fische geworden sind. 20P

e) Bestimmen Sie einen Anfangsbestand, der sich jedes Jahr reproduziert nusbdemen
106 junge, erwachsene und alte Fische enthalt. 20P
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Beispielaufgabe 2 Grundkurs
Neues Aufgabenformat

In den folgenden beiden Teilaufgaben geht es um die Entwicklung der Gesamtzaigulatiéh.

f) In der Tabelle sehen Sie die Entwicklung der Gesamtpopulation nach obigem Mindtélisive
der Eier, basierend auf der Startpopulation aus c).

Jahr Population

0 -
1 Berechnen Sie die
> drei fehlenden Wer- 8
3 459 te und vervollstan- 7qo
g' gjg digen Sie so die - /\ 8

: 600 >
3 0 Tabelle links. J \ N / N
7 552 500 \ /!
8 644
- e Beschreiben Sie da400
11 598 aus nebenstehender300
12 609 Grafik und der Wer-
ﬁ 22421 tetabelle zu erwar- 200
3 504 tende Langzeitver-

. 100

16 581 halten der Populati-
17 558 on. 0
18 584 1234567891011 13 15 17 19
19 592 5P

g) Eine kleine" Abanderung des Modells kann die Langzeitentwicklung nachaltindern.
Die neue Populationsmatr@ unterscheide sich vdnlediglich im Element;; , = 0,1 (anstelle
von 0,04). Alle tibrigen Elemente bleiben unverandert.
Mit der Matrix Q ergeben sich nun die folgenden Daten bei derselben Startpopulation (aus c)):

Jahr Population

0 559 120000

1 733

2 715

3 1034 100000

4 1615 .
5 1810 /
6 2186 80000

7 3311 /

8 4281 /

9 4995 60000

10 6871

11 9490

12 11595 40000 /

13 14833 /

14 20452 //

15 26357 20000 "

16 33035 ]/c/

1 o M

18 58511 HH;—{F 1 1 T T T T T T

19 74239 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
20 96425

Die Anzahl der Gesamtpopulation scheint sich exponentiell zu entwigieéhNaherung fir die
Daten liefert eine Funktiohmit f(x) = a/b*™".

Ermitteln Sie einen Ansatz, um geeignete Konstantedb berechnen zu kénnen, und bestimmen
Sie damit die Konstanten. 15P
Hinweis: Rechnen Sie so genau wie mdglich und runden Sie die gesuchten Gréf3en auf 4 Nach-
kommastellen.
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Beispielaufgabe 2 Grundkurs
Neues Aufgabenformat

Erwartungshorizont
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
|11
a) | Mit der Bezeichnung aus der Aufgabenstellung ergibt sich folgendphG
100
/?\
N 0,25 3 0,04 _ E 05 | A
5|5

b) | Die erste Zeile der Populationsmatrix P enthalt die Geburtenratengihtri-
gen Altersklassen. Die Geburtenrate ist hier die Anzahl der Eiémdiaufe
eines Jahres von einem Individuum (Ei oder Fisch) in der zugehdrigen Altg
klasse gelegt wird. Eier und junge Fische bringen keine Eier hervor, livesh
beiden Matrixelemente;pund p ; jeweils Null sind. Nur erwachsene und alt
Fische erzeugen Eier in den angegebenen Stickzahlam@p 4).

T o8
¢

Das Matrixelement g = 0,04 gibt die Uberlebensrate der jungen Fische an

Die Hauptdiagonale enthélt nur Nullen, da kein Individuum in der zugehdérigen
Altersklasse verbleibt. Die entsprechenden Anteile sind daheirgeMull. 10

) N| (500
. . . — |J 50 .
Die Startpopulation wird durch den Vektsy = eIl 6 beschrieben.
A 3

Fischpopulation nach einem Jahr:

0 0O 50 10Q( 50 60
g:P-%: 0,25 O 0 O. 50: 12.

0O 004 0 O 6 2

0 0O 05 O 3 3

Nach einem Jahr besteht die Population aus 600 Eiern, 125 jungen Fischen,
2 erwachsenen Fischen und 3 alten Fischen.

400

150
5 |
1

Nach zwei Jahren besteht die Population aus 400 Eiern, 150 jungen Fischen,
5 erwachsenen Fischen und einem alten Fisch.

Fischpopulation nach zwei Jahreg:= P- x =

Alternativ kann der Bestand nach zwei Jahren auch Uber den Ansatz
x, = P? [, errechnet werden. 15
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Beispielaufgabe 2 Grundkurs
Neues Aufgabenformat

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
|1
d) | zur Ermittlung der gesuchten Startpopulatfmwird folgender Ansatz benutzt:
600 N | 600 = 5CE+ 10A
— — 100 J 1100 = 0,23\
x=Px & =P. o
3 E m 3 = 0,04J
4 A v 4 = 0,5E
IVOE=24=8,IlI0 J=253=75, 110 N=4100 = 400.
Der Wert fUrA ergibt sich aus I: 108 = 600 - 400 = 200 A= 2.
Lésen des LGS ergibt, = (400|75|8] 2.
Die Startpopulatior% besteht also aus 400 Eiern, 75 jungen Fischen, 8 er:
wachsenen Fischen und 2 alten Fischen. 20

e) | Moglicher Lésungsweg:

Fir eine sich reproduzierende Populationgilt:

N N N = 50E+ 100A
= sy J J J = 0,25N
X =P-x = =P RN

E E E = 0,04J

A A A = 0,5E

Das LGS hat unendliche viele Losungen. Mit dem Paramet®f fur die An-
zahl A der alten Fische ergeben sich zunachst unendlich viele Populationsyektd

ren X = (200t |5Q |2 { .
Die einschrankende Bedingung von zusammen 106 jungen, erwachsenen|und
alten Fischen flhrt schlief3lich auf nur einen mdglichen Anfangsbestand

X © J+E+ A=50t+ 2t+ t= 53= 106< t= &

Setzt mart = 2 in ; ein, so folgt:f =(400|100]|4]2.
Die sich reproduzierende Population enthalt somit 400 Eier, 100 junge, 4 ¢
wachsene und 2 alte Fische.

=
1

Alternativ kann die einschrankende Bedingung gleich beim AufstelldrG&es
bertcksichtigt werden:

Fur die sich reproduzierende Populatign gilt:

N = 50E+ 100A
. _ J = 0,25N
X=PX A %+ %+ %=106 & E = 0,04
A = 0,5E
J+E+A = 106
Die Losung dieses LGS fiihrt auf die o.a. L(‘jsu?]g: (400|100|4|3. 10| 10
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Beispielaufgabe 2

Neues Aufgabenformat

Grundkurs

Zuordnung,
Bewertung

Losungsskizze

f)

Tabellenwerte berechnen:
Startpopulation = (500|50|6]3), insgesamt also 500+50+6+3 = 559,

Population nach 1 Jahr = (600]125]|2|3), insgesamt also 600+125+2+3 = 7130,

Population nach 2 Jahren = (400|150|5|1), insgesamt also 400+150+5+1 =

Beschreibung der Langzeitentwicklung:

Die Anzahl der Gesamtpopulation scheint sich langfristig bei efastan Wert
einzupendeln (etwa in der Grélienordnung von leicht unter 600 nach den
genden Daten).

556.

orlig

9)

Stetiges Modell:

Ansatz Einsetzen von zwei Punkten aus der Tabelle fuihrt auf zwei Gleichuinge

mit zwei Variablen:

Lésungsvorschlag 1
Punkte (0]559) und (20]|96428)

f(0)=ald =5590 a 5—;’9 undf (26) @ B= 96425

a eingesetzt in 2. Gleichurig B3g2 96425b 27%%—5 1,2

b eingesetzt in 1. Gleichung ergilbat=  432,0887
Die Funktionsgleichung lautet also gerunide) = 432,08817,2937**

Lésungsvorschlag 2
Punkte (8|4281) und (17|44105)

f(8)=al’ =42810 a 45981 undf (1F) @ BE 44105

a eingesetzt in 2. Gleichurlg  428# 40165 9 %go—f 52

b’ eingesetzt in 1. Gleichung ergibt=  415,5302
Die Funktionsgleichung lautet also gerunidet) = 415,53021,2958".

Die erste Losung ist am Rand besser, die zweite in der ,Mitte“. Die gon d
Tabellenkalkulation vorgeschlagene Funktion g mit g(x) = 388,84" ist auch

nicht viel naher an den Datenpunkten als die hier berechneten Funktionen.

15

Insgesamt 100 BW

=25

50

25
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Beispielaufgabe 3 Leistungskurs
Neues Aufgabenformat

ANALYSIS

Wachstumsvorgange

Es geht in dieser Aufgabe um Wachstumsvorgange, die mit einer Fuhktamtelliert werden kén-
nen, fir die gilt

K
1+ceP®™’
Die positiven Paramet&, p undc (undc > 1)dienen der Anpassung der Funktion an den Wachs-
tumsvorgang, die im Sachkontext nicht negatikoordinate beschreibt die Zeit seit Beginn der Beo-
bachtung, dig-Koordinate den Bestand.

f(x) =

a) In dieser Teilaufgabe soll mit obigem Funktionstyp die Ausbreitung Kirsgkheit unter den 50
Tieren in einem abgeteilten Bereich eines Tiergartens beschrielvtdanyDazu sé{ = 50 und
p = 0,02. Die Zeit wird in Tagen Ay
gemessen, der ,Bestand* ist die 501
Anzahl der infizierten Tiere.

Diese Spezialisierung vdrist
bisher aber nicht eindeutig, weil 401
der Parametar noch gewahlt
werden kann. Das geschieht hier
tber die Angabe eines Startwer-° ]
tes. Diese Spezialisierung véon
heiRe danff.

20
Parameterc:

Berechnen Sie die Konstante
¢, sodas$,(0) = 1 gilt und in-
terpretieren Sie die Startvor-
gabef,(0) = 1 im Sachkontext
der Aufgabe.

Geben Sie eine allgemeine 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Formel zur Berechnung van

an bei gegebenekiund gewiinschtem Startwé(®).

Geben Sie an, welche Bedeutung der Pararfetediesem Wachstumsmodell (basierendfauf
oderf;) hat, und begriinden Sie Ihre Aussage mit Hilfe des Funktionsterms.

Parameter p:

Der Term vorf, (Graph gestrichelt, links vdip) unterscheidet sich vdi(x) im Wert des Pa-
rameterg, analoges gilt flfs(x).

Bestimmen Sie naherungsweise fir beide Funktionsterme den jeweiligemoNpr

Geben Sie die Bedeutung dieses Parameters an (mathematisch und im Se¢hiahbee-
grinden Sie Ihre Angaben. 20P

Vx
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Beispielaufgabe 3 Leistungskurs
Neues Aufgabenformat

In den beiden folgenden Teilaufgaben geht es um die Untersuchung von Eigensahgfitgeinei-
nen) Funktiorf mit ihnrem oben angegebenen Term und deren Deutung bei Wachstumsvorgangen.
Hinweis: b) und c) kénnen Sie — bei Punktabzug — auch mit der Funk&ios &) bearbeiten.

b) Untersuchen Sie die Funktidmauf Extremwerte, Wendepunkte und Monotonie.
Interpretieren Sie die ermittelten Eigenschaften im Sachkontext vohsidatsvorgangen. 35 P

clE -1

Zur Kontrolle: f'(x) = cp? K® EP* B——— .
@+c&™™)

c) Indieser Teilaufgabe geht es um die Wachstumsgeschwindigkeit.
« Begrinden Sie, warum die 1. Ableitung viaals Wachstumsgeschwindigkeit gedeutet werden
kann.

» Zeigen Sie, dass fir die Wachstumsgeschwindigkieilgende Beziehung gilt:
f'(x)= pOf(x) K- (%),
wobeip undK die Parameter voisind.
* Bestimmen Sie den Punkt, an dem die Wachstumsgeschwindigkeit maximal wird.

* Interpretieren Sie die Differentialgleichung und das Maximum der Waolksgeschwindigkeit.
30P

d) Eignet sich das hier behandelte Wachstumsmodell zur Berechnung von Prdgjmersgie Ent-
wicklung der Weltbevdélkerung? Das sollen Sie an Daten der UN aus dem O&hrr28rsuchen.
Die Angaben zur Weltbevdlkerung sind in Milliarden:

Weltbevdlkerung
Jahr | i Milliarden 0
1950 2,535 L
1955 2,771 ° e
1960 3,032 8 ~
1965 3,343 c d
1970 3,699 37 i
8 /
1975 4,076 § 6 A
1980 4,451 Es /
1985 4,855 > pd
Pl
1990 5,295 S 4 g
1995 5,719 334
2000 6,124 S 5 7
2005 6,515 g
2010 6,907 1
2015 7,295
2020 7,667 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
2025 8,011 Zeit in 5 Jahren: 0 entspricht 1950, 1 entspricht 1955...
2030 8,318
2035 8,587 Graph erstellt von Excel aus den Daten
2040 8,824
2045 9,026 Hinweis: Experten rechnen mit einer Stabilisierung der Welt-
2050 9,191 bevolkerung etwa ab 2100 bei ca. 11 Milliarden.
» Bestimmen Sie an Hand der vorliegenden Informationen die Parafetendp der Funktion
f geeignet.
* Beurteilen Sie, in wie weit dieses Wachstumsmodell fir Bevilkepuogsosen geeignet er-
scheint. 15P
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Beispielaufgabe 3 Leistungskurs
Neues Aufgabenformat

Erwartungshorizont

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I i {m

a) | Startwert:

f1(0)=ﬂ=1Dﬂ & 50, alsoc = 49.
1l+c

f1(0) = 1 bedeutet, dass die Beobachtung der Infektion bei einem kranken [Tier
begonnen wurde.

Die allgemeine Formel ergibt sich analog zur speziellen:

f(o):LD c _K_ 1
1+c f(0)

Bedeutung vonK:
Diese Teilaufgabe kann basierend auf f odgeltst werden.

Die Funktionswerte konvergieren gegengenaueriim f(x) = K, denn

lime ™™ =0 fir alle zugelassenen Parameterwerte.

X — 00

Die Funktionswerte konvergieren gegen 50, gendurerf,(X) =50, denn

lime™ =0, der Grenzwert des Nenners ist daher 1.

Parameter p:
Aus der Skizze liest man ab, d&g8) = 25 qilt. Daraus folgt

50 1000 _Jg InZs ,
————=2500 e % =p —= 0,0389. p 0,0
1+ 49" 49 -100

Aus der Skizze liest man ab, dé£3) = 20 gilt. Daraus folgt analog

15

—50_ ——=200 e l%@ =p mﬁ‘g— 0,009961.= p O,C
1+ 49" 49 - 350
Der Parametep wirkt zusammen miK. Uber das ProdukiK kann der Graph
der Funktion ik-Richtung gestaucht oder gestreckt werden, denn im Funktions;
term wirdx ersetzt durclpK &

Farf, gilt pK=2 > 1, also gegeniibrin x-Richtung gestaucht. Damit wird di
Wachstumsgeschwindigkeit erhoht (bei unverandertem Start- und Grenzwert
Farfs gilt pK= 0,5 < 1 und daher ist der zugehérige Graph im Vergleich zum
Graphen vorfiy in x-Richtung gestreckt, also wird die Wachstumsgeschwindig-
keit verlangsamt.

D

Alternative Lésundgiber Vergleich, wann die Hélfte der Tiere infiziert sind:

Die Halfte der Tiere ist im Modell: nach etwa 4 Tagen erkrankt, im Modell
nach etwa 2 Tagen, also in der halben Zeit.

Ist p so etwas wie ,Ansteckungsgefahr”, misste der Werf; lawippelt so grof3
sein wie bef,: p=0,04. Eine Uberpriifung am Graphen ¥ppreigt, dass dies

naherungsweise zutrifft.

Analoge Argumente fiihren bRiaufp = 0,01.

Die Grol3e vorp beeinflusst, wie schnell der Nenner des Funktionsterms gegen
1 strebt, also wie schnell alle Tiere erkrankt siladsteckungsgefahr 10| 10

Seite 14 von 32



Beispielaufgabe 3 Leistungskurs
Neues Aufgabenformat

Zuordnung,
Bewertung

Losungsskizze

b) | Ableitungen:

K
f -
) 1+c &P
£1(%) = 0-K @& - pK) _ cpK De™
(L+c &Py (1+ cEP™Y
— pKx
=cpK?® €

(L+c &Py
D—pK (&P [+ cEP)Y - e 2@+ dde”™™)(- pROce™

f'(x) = cpK®
( ) p (1+C|IPKX)4
- cpK? CpK (g™ L FC (&™) + 2 e ™
(1+C|]E_pKX)3

= opP ke oo AT [ 20k
(L+c @& P)®

clE M -1
(L+cEP)?

- Cp2 K3 |:e—pKX

Extremwerte, Monotonie:

Da € fir jedes reelle positiv ist und auch alle Parameter positiv sind, Kg®h
nicht Null werden, genauer ist es sogar fur alle reelleositiv.

Daraus folgt, dass es keine Extremweite und die Funktioh monoton
wéachst

Wendepunkte:

Der Zahler vorf” ist Null, wena- € ™= 2 = c= pKx= In

Damit gilt x,, =IS—£ ist die einzige Nullstelle voii’

Daher kann wegen der Stetigkeit Viatturch Einsetzen einerKoordinate mit
X <Xw bzw. mitx > xy in f” untersucht werden, ob bei der Nullstelle ein Vorzei-
chenwechsel stattfind@achweis auch mithilfe der 3. Ableitung maoglich)

~1
—0 £7(0)= cf K*- 1. -
% =0<x, (0)= cpf Loy

In(c+1) e 3 c(-c-1)-1
= T L (%) = cf K- (—(ct+1) o LDy
da —€+1) negativ ist und alle sonstigen Faktoren (einschlie3lich Bruch)positi
sind. Es findet also ein Vorzeichenwechsel statt und es gilt damit:
Linkskrimmung des Graphen vbffiir x < xy und Rechtskrimmung sonst.

>0

Daf (x, )= K _ K _ K __ K _K
w -kt 1+c@™ 1+ cE)t 1+ dct 2
l+cle P
0
lautet der Wendepunkt/ = Dln_c KO :
OpK ZH
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Beispielaufgabe 3

Neues Aufgabenformat

Leistungskurs

Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Fortsetzung Teilaufgabe b):
Interpretation: (Vorschlag)

Da die Funktiorf tberall streng monoton wachst, nahert sie sich wegen de
notonie und dem Fehlen von Extremwerten von unten der Kapiézibégin-
nend mit der Population zur Zeit O bis zur Kapa#téts oberer Grenze.

Das Anwachsen der Population nimmt bis zum Wendepunkt zu, bei dem ¢
die halbe Kapazitat erreicht ist, danach nimmt die Wachstumsgesadieind

wieder ab, bis sie gerundet Null und — ebenfalls gerundet — die Kapazitat e

reicht ist.
Diese Eigenschatft ist nur Bedeutung, wenn die Population zum Zeitpsarikt
kleiner als die halbe Kapazititist.

10| 20| 5

Ableitung = Wachstumsgeschwindigkeit:

Die erste Ableitung beschreibt die lokalen Anderungsraten des Bestande
Abhéangigkeit von der Zei oder konkreter, wie schnell der Bestand wéchst
Schnelligkeit des Wachstums wird aldachstumsgeschwindigkgignannt.

Differentialgleichung:

f'(x) = pOf (X K- f(X)
linke Seite rechte Seite
g PKx K K 0O
cpKZ——— B E@K— =
PR drce ™) P cE™ 1+ ™ H
K +oK P - K
pQ - - =
1+c[E P 1+ c[B P
K [eK &P
(L+cE Py
— pKx 5 PKX
cpK?® © = cpK? €

A - DKXN\2 Gi_z
(L+c&P™) (1+ cEP™)

Die angegebene Gleichung ist also zutreffend.
maximale Wachstumsgeschwindigkeit:

Ein Extremum der 1. Ableitung ist ein Wendepunkt der Ausgangsfunktioff.
bis zum Wendepunkt monoton wéchst (siehe obfgRr) > 0) und nach dem

Wendepunkt monoton fallt (siehe obéfi(x) < 0), liegt am Wendepunkt maxi
male Wachstumsgeschwindigkeit vor.
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Beispielaufgabe 3 Leistungskurs
Neues Aufgabenformat

Zuordnung,
Lésungsskizze Bewertung
L[

Fortsetzung Teilaufgabe c):

Interpretation: (Vorschlag)

Die Wachstumsgeschwindigkeit ist proportional sowohl zum Beg{andls
auch zum Abstand des Bestandes zur KapaKtétf(x)).

Ein kleiner Bestand bedeutet, dass der Fakterf(x)) kaum kleiner alK ist,
und damit f'(x) = p[KOf(X) . Es liegt also anndhernd exponentielles Wachss-

tum vor, die Einschrankungen des Lebensraumes (oder die Sterberate) spielen
noch keine Rolle.

Ein kleiner Abstand zur Kapazitat (hoher Bestand) bedeutet, dass timdes
fast gleich der Kapazitét ist, alsfd(x) = 0: eine Zunahme des Bestandes ist

nicht mehr méglich.

Maximale Geschwindigkeit liegt vor, wenn die beiden Faktokenf(x)) und
f(x) gleich groR sind, denn an dieser Stelle ist gerade der halbe Bestarid.efreic
Nicht erwartet: Multipliziert man aus, so ergibt sich die Gleichung

f'(x)= pIKOf(X - pld f(3)*,
die Wachstumsgeschwindigkeit h&ngt also quadratisch vom Bestand ab. | 5 | 15| 10

d) | Vorschlag fur die Bestimmung der Parameter

Die Zunahme der Weltbevolkerung in der Prognose schwéacht sich etwa ab der
Mitte der Datenfolge sichtbar ab, liegt jedoch deutlich Gber NulthNkem
Aufgabentext und der Skizze kdnnte als Grenziertll in Frage kommen.

Als Startwert kanri(0) = 2,535 genommen werden, wobei die Zeit>it0 bei
1950 beginnt und in Schritten von 5 Jahren voranschreitet.
K 1= 11 1= 8465 _

Dann istc = -1= - =3,33¢
Startwert 2,535 2535

Den Wert des Parametgrerhalt man z.B. mit Hilfe eines mittleren Punktes
(Jahr 20005(10) = 6,124:
6,124= 11

— p0110
s

L8465 o _ 11

=f (10

1+ 5535 6,124
8465 ymo_ 11 6,124
2535 6,124

o oo _ 487602535
612408465

48762535

Damit gilt p :"’L‘fgﬁs: 0,013

Die Werte der Parameter kdnnen sich naturgemaf unterscheiden, wodurdh sich
auch die mit der Funktion f berechneten Zahlen von den unten abgebildeten
unterscheiden.
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Beispielaufgabe 3 Leistungskurs
Neues Aufgabenformat

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
|1
Fortsetzung Teilaufgabe d):
T T UNe T Woden Beurteilung:  (Vorschlag)
}ggg gggf gggg Die Entwicklung der Menschheit geschieht in
1960 | 3032 | 3137 den verschiedenen Kontinenten und Landern|z.T.
1965 3,343 | 3468 extrem unterschiedlich. Niedrige Geburtenratéen
}g;g iggg 2‘13:3; haben ihre Ursachen nicht im begrenzten Le-
1980 7451 2559 bensraum, kurze Lebenserwart_ung teilweise
1985 4,855 4,946 schon. Die Idee des Modells, die in der DGL
1990 5295 | 5338 sichtbar wird, scheint nicht geeignet.
;ggg EZ;Z gzgi Der in der Aufgabe abgebildete Graph zu den
2005 | 6515 | 6510 Daten sieht jedoch ,typisch” aus, sodass zumin-
2010 6907 | 6,885 dest der optische Eindruck eine Eignung des
2015 7295 | 7,247 Modells mdglich erscheinen lasst.
2020 7667 | 7593
2025 8,011 7,921 Die berechneten Modell-Zahlen liegen erstaun-
zggg gggs gfjg lich nahe an jenen der UN, was jedoch bei an}
2000 | 8824 | 8780 dern Parameterwerten schon abweichend seip
2045 9,026 | 9,023 kann.
2050 9,191 9,245 Die Wertetabelle wird nicht erwartet.
10| 5
Insgesamt 100 BWE20 | 60| 20
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Beispielaufgabe 4 Leistungskurs
Neues Aufgabenformat

LA/AG
Population

Mause in einer bestimmten Population kénnen bis zu zwei Jahre alt werden.

Sie sind in die Altersklasgd, der bis zu einjahrigen Mause und in die Alterskladsder bis zu
zweijdhrigen Mause unterteilt. Die jungen Madsgproduzieren jahrlich durchschnittlich vier Gber-
lebende Nachkommen. 50% der jungen M&ause werden zwei Jahre alt und halierMasise iM,
noch jahrlich durchschnittlich zwei Uberlebende Nachkommen, bevor sie sterben.

Hinweis Die Geburtenraten sind auf weibliche und mannliche Tiere hochgerechnet.

a) Geben Sie eine graphische Darstellung dieses Lebenszyklus (Ubergahysgr und die zugeho-
rige Populationsmatrix (Ubergangsmati)und begriinden Sie jeweils Ihren Lésungsvorschlag.
15P

4
b) Rechnen Sie im Folgenden mit der Mathik = . 2].
0,5 @

« Berechnen Sie die Mausepopulation nach zwei Jahren bei einer Ausgangspopalal00
Mausen der Altersklassél, und 100 Mausen der Altersklashg, .

» Geben Sie an, wann dM, -Population erstmals die Zahl von 10.000 tberschreitet. 10 P

c) Durch Umwelteinflisse wird die Anzahl der Nachkommen (jung und alt) halbightrend die
Sterblichkeit der lebenden Tiere dadurch nicht beeinflusst wird.

* Geben Sie begrindet eine MatHan, die basierend alf diesen Sachverhalt beschreibt.

Dadurch verlangsamt sich zwar das Wachstum, es soll aber ein StillssaWthdiestums durch

Maflinahmen zur Geburtenkontrolle (angewendet auf die jungen und die alten Méice) e

werden. Das wird mathematisch durch einen Fakéor den entsprechenden Stellen der Médrix

erreicht.

» Zeigen Sie, dass in diesem Modell die GroRRe einer Population nach eimenuddann erhal-
ten bleibt, wenn in der Population doppelt so vidleMause wieM,-Mause vorhanden sind.

« Berechnen Sie den Faktoso, dass eine beliebige Population von Mausen im Verhaltnis
M,:M, =2:1im Laufe der Jahre den Anzahlen nach unverandert bleibt. 20P

Alle folgenden Teilaufgaben beziehen sich auf die Matrikl aus b).

d) Betrachten Sie auch wieder eine Aus- A
gangspopulation von 10@;-Mausen
und 100M,-Mausen.

Zeichnet man fir die einzelnen Genera=
tionen Populationspaare in ein Koordi-
natensystem (Abb. rechts: Anfangspoput
lation Py = (1]|1), nach einem Jahr

P, = (6 ]0,5) usw.), so scheinen die Po- ,
pulationspaare immer besser auf einer
Geraden zu liegen und von Jahr zu Jahr
-in immer gréReren Springen nach
rechts oben zu wandern®.

alte Méuse (in 100) <

* Bestimmen Sie aus der graphischen .P
Darstellung (ndherungsweise) die -
Gleichung dieser Geraden.

« Interpretieren Sie diese Beobachtungen als Aussagen Uber die Populatitmkieng bzw. die
Altersstruktur der Population. 10P

junge Méuse (in 100) X

>

0 P] 10 20 30 40 50 60 70 80 0 100
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Beispielaufgabe 4 Leistungskurs
Neues Aufgabenformat

Alle folgenden Teilaufgaben beziehen sich weiterhin auf die 8rix M aus b).
Nun soll die in d) vermutete Altersstruktur genauer untersucht werden.

0 O0b]
e) SeienRk = @25 undP, :DEH Populationsvektoren ureeine Konstante mig,, a,, b, b, AR
O O

undM sei die Matrix aus b).

Bestétigen Sie die Gultigkeit einder folgenden Rechenoperationen, die in f) und g) verwendet
werden:
(1) MUcIR)=cMIR) (2) MUR+R)=MIR+MF
(B) M’ =(MIM)[R=MMI[R) (SpezialfallvonM"P.=(M-M"™)R = M-(M™R)).
10P

f) Die in Teilaufgabe g) vermutete Entwicklung der Population sollehi8rezunéchst fur eine spe-
zielle Startpopulation nachweisen:

« Zeigen Sie, dass es genau zwei Pdare\) reeller Zahlen gibt, die folgende Gleichung l6sen:
EaD D@
am O
(Zur Kontrolle: 1. L6sungA, = 2+\/§= 4,24, a, = 4+ 24/ 5= 8 4 und
2. LosungA, =2-/5=-0,24, a, = 4~ 2 5=- 0 4).

* Bestatigen Sie unter Verwendung von Rechenoperationen aus e), dassjeapJan ()
auch die folgende Gleichung fiir= 2 erfillt (nach Hinweis in €) damit firUN mit e 2):

0o . fa

M" ﬁm ANOO ()
O 08y

10P

g) Weil a; unda, verschieden sind (Teilaufgabe f)), sind die beiden Vektq%rlalégund é‘?% linear
U |

unabhangig. Daher lasst sich z.B. der Vektor der Ausgangspopulation eindeutitpdaatsté i-

0
nearkombination vorEalD und 532% EO% sféal%ﬂg D
0l

U+ 2,/5

« Bestatigen Sie, dass gl@ CH (50- 15@/_5)% 5D+ (50+ 1531/_5§

I:IIEI@

« Begrinden Sie, dass somit fur die langfristige EntW|ckIung folgt:

Ja00d_ (14 + 250 0 4- z\fa
M 30 q%_)\l {50 1551/‘5)% +)\ 0(50r 153 5@ , )

und dass die Beobachtungen aus d) in diesem mathemat|schen Modell fur die Gegand-
tionsentwicklung tatsachlich zutreffen. 15P

h) Die betrachtete Mausepopulation soll nun mit einer Funktbmschrieben werden.
« Leiten Sie ausl{ll ) einen Funktionsterrf{x) her, der die Gesamtpopulatindahre nach Be-
ginn der Beobachtung beschreitfx) = Anzahl deiM;-Mause + Anzahl devl,-Mause.
* Vergleichen Sie die Wachstumsmodelle der Analysis mit den hier an &eispiel behandel-
ten diskreten Modellen. 10P
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Beispielaufgabe 4 Leistungskurs
Neues Aufgabenformat

Erwartungshorizont
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
L1 [
a) | Populationsgraph mit Begrindung | Matrix mit Begriindung
jahrlich 4 lebende 50% der jungen Mause Der Populationsvektd? beginne mit
Nachkommen pro werden 2 Jahre alt: .
junge Maus Sie gelangen nach .\ der PopulatioM, als erster Kompo-
4 05 nente. Dann muss fur die Matii
M, ——> M, gelten:M/P = P’ = Population 1 Jahr
spater. In der ersten Zeile stehen daher
T* 7 die Geburtenraten, in der 2. Zeile dig
jahrlich 2 lebende Nacjw- Ubergangsrate voll; nachM,.
kommen pro alte Mau 0 4 ZD
Also heifdt die MatrixM = %) (H
= 10| 5

b) @)45 ?é 1?)%:% ?é = Population nach 1 Jahr
, [l

4 60 25
. X (E D QD = Population nach 2 Jahr
0.5 G500 [

D307

Da allein die Anzahl der Nachkommen der jungen M&use im dritten Jahr 1/0.000
betragt (42.500), wird die Grenze von 10.000 nach 3 Jahren uberschritten.

250 106
Alternativ: 4 GD_B ® Population nach 3 Jahr.
ﬁ) Hizoo P T 12567 -

Hinweis: Operator ,Angeben” verlangt keir@egrindung. 10

¢) | Matrix H:

Durch die Umwelteinfliisse halbieren sich die Werte in der ersten daililat-
rix M, die ja die Neugeburten beschreiben. Die Uberlebensraten in der zweiten

2
Zeile bleiben unverandert. Das fuhrt auf die Matrlx:Eb ;@

Zusatzlich MaRnahmen zur Geburtenkontrolle:

2r rg
Mit H, = @) (H wird die Anzahl der Nachkommen weiter reduziert (1).

11

Die Population soll nach einem Jahr hinsichtlich der Anzahl unverandert s

2r | 2rx+ry = X
Ansatz: @) (H%E:E)G fuhrt aufII 0 5(y y
00 ' -

Aus Zeile Il folgt unmittelbar, dass nur halb so visleMause vorhanden sein
diurfen wieM;-M&ause, damit eine Reproduktion Giberhaupt méglich ist.

Eingesetzt in Zeile | ergibt sichn2+ 0,5x =x = 2,5x = x. Dax als Anzahl
der jungen Mause nicht Null sein kann, folgt daraus 2,5 bzw.r = 0,4.

Die Geburten missen auf 40% reduziert werden, damit jedenfalls die &awé&hn
spezielle Anfangspopulation unverandert bleibt. 20
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Beispielaufgabe 4 Leistungskurs
Neues Aufgabenformat

Zuordnung,
Lésungsskizze Bewertung

d) | Geradengleichung:

Wir betrachterP, = (25|3) odeP; = (106|12,5) als (Fast-)Punkte der Geraden.

Steigung (1. FaII)— =0,12, Steigung (2. Fall)Ei 0,117¢.

Die Gleichung der Ursprungsgeraden lautet gerundeyatsmlzx.
Interpretation (Vorschlag)

Das Verhaltnis deM;-Méause zu deM,-Mausen andert sich nach wenigen Ge-
nerationen praktisch nicht mehr, aber die Gesamtzahl der Mause Jarpta-
sionsartig” zu fatsachlich exponentiell, aber das ist aus der Skizze noch nicht
unbedingt zu erkenngn

Die obige Geradengleichuiyg= 0,12x bedeutet im Sachkontext der Aufgabe
dass die Anzahl ddvl,-Mause ¥) etwa 12% der Anzahl dé; -Mause X) aus-
macht (oder dass die Anzahl dér-Mause K)stets gut 8-mal so grof3 ist wie die
derM,-Méause Y)). 10

e) | Es wird ein Nachweis erwartet(also (1) oder (2) oder (3))
(1) MQcR®)=cqMB)

4 D 4 d 4cat 2
Linke Seite = = 2] [D:% 5 8% % o ¢s
%3 M 00.5 DCEB:D 0 0.5ca

+2a] 0O
Rechte Seitec = CE 0 & U
%) CH%: 00s5agg 0%5af
2 MOR+R)=MR+M[E
mmmmbpmm4 Z%aﬁ

Linke Selte—DAr 0+, 007 O 9 =
5 & e Hein Hos 8 o+ 8

_Oha, +4b, + 23, + 2]

0 05+05% E

. 4 20 0 O b
Rechte Seite

D5 D Hos 8D

D4a1+2a2DD4bl+2bg%4ai+4q+232+2@
=0 + []
5053315505["3155 0%+ 0,8 [
(3) M*B,=(MIM)R=MMLR)
0 4 ZD@[ 17 a{]Dl?al+8@
2

Linke SeitezgﬁfS (H 0.5 I

ilkal [
aﬂ 0 2a+af
04 20@m4 2 4 4al+2ap
Rechte Seit
ecnte eIGE) (H-0,5 I 0’5 OS@lD
_E1631+882+163D_D1781+88D
=0 0=0 0
0 2a+a [002a+a 10
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Beispielaufgabe 4 Leistungskurs
Neues Aufgabenformat

Zuordnung,
Lésungsskizze Bewertung
L[

f) | Kenntnisse tber Eigenwerte und Eigenvektoren werden nicht erwartet.

Lésen der Gleichung:

o ZIHS B% ! 4a+2:/‘Ea,a=2)linl:84+2:22.

0,5 df 0,8=41

Sortieren und DIVISIOI’] durch 2 ergibt die quadratische Gleici\drgdh - 1= 0
mit den Lésungen,,, = 2++/5.

Aus Gleichung Il folgt unmittelbaa,,, = 2[A,,,, und wir erhalten die folgenden
beiden Lésungen:

1.L6sung:A, =2++/56=424, a= A= 4 2/ 5 84 und
2. Losung:\,=2-/5=-0,24, a = A,= 4 2 5=- 0 4.

BemerkungDie beiden zugehdrigen Vektor%ﬁﬁ% und é‘i?% beschreiben kei-
0 0

ne real moglichen Mausepopulationen, sie sind nur mathematische Konstfukte
zur Gewinnung von Struktureinsichten tber die realen M&usepopulationen.

Bestatigung der Formel:

e Bhem B G20 BE 23R WAPE 4558 487
0 D]DD DD O 0 DDD ool

Wie im Hinweis zu (3) in Teilaufgabe e) dargestellt, kann digsegehen auf
beliebige natirliche Exponentare 3 fortgesetzt werden. 10

g) | Linearkombination:

(50— 155[5)% i+ 250 o+ (s 159 5@4 a8 _

50- 1501/ 5)(4+ 2/ 5 0 6o 15/ 5)(4 \f B)
E( (50— 151/5) %ﬁ 50+ 157 5) ﬁ_
[P00- 3005+ 200- 3W5 O 100
H 100 HH 1008

Statt nachzurechnen ist natirlich auch die Herleitung erlaubt.
Begriindung fur langfristige Entwicklung:

Der Startvektor ist eine Linearkombinati SH&&D tg D-
% " iE

ﬁo(ﬁ"\" B0+t o 0 MEJ +@|\ED%D g

DD1D 010g
R,

—S@lm %HIM] AESE]@”\ @3@
AN

Aus Gleichung [(T) und Rechenoperationen aus e) folgt schlieR3&h)(

Also ist
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Beispielaufgabe 4

Neues Aufgabenformat

Leistungskurs

Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Fortsetzung Teilaufgabe g)
Bestatigung der Entwicklung nach d):
Esgilt A, =4,240\| 3| ludds- O <[, |.

Der rechte Summand ifii{l ) konvergiert deshalb fim — o komponentenweit

se gegen Null, und der linke Summand wachsnfiy co exponentiell (mit dem
Faktor A, = 4, 24) komponentenweise gegen Unendlich und dominiert sehr
schnell das Geschehen. Die Vektoren des linken Summanden beschreibe

die langfristige Entwicklung der Population und liegen — wie schon in d) bg
bachtet — alle auf einer Ursprungsgeraden.

BemerkungDie Steigung dieser Ursprungsgeraden kann nun auch leicht e

M+ 2E/50

berechnet werden, da ja der Vekq%aﬁ‘g E E auf dieser Geraden lie-

gen muss. Die Steigung betrag4{:7= 0,118, was mit den abgelesenen
+

20/5

Werten gut Ubereinstimmt, da die Konvergenzgeschwindigkeiten in diesen
spiel sehr hoch sind.

n alsp
0_

xakt

h Beit

h)

Stetiges Modell:
Nach Teilaufgabe g) berechnet sich der Gesamtbestand der Populatian na
Jahren mit\* [8[{a + 1)+ A, [[{a,+ 1) mit Ay, A, unday, a, wie oben, sowie
s=50-15/5 unct= 56 1% .

Da |)\2| <1, ist fur groBere nur der 1. Summand von Bedeutung:

A3 +1)= (50— 15/5)J(5+ 2/ 5)A* = 155,90170 4,236(. Der 2. Fak-
tor lasst sich auch mit der Eulerschen Zadarstellen. So ergibt sich als Fun
tionsterm:

f (x) =155,90170@14, 2360 oder f (x) =155,90170&"****

Vergleich der Modelle:

Die Modelle der Analysisind als Funktionen relativ einfach zu handhaben.
Langzeitentwicklung im Modell kann Utber die Herleitung von Eigenschafte
Funktion untersucht werden.

Modelle lassen sich auch aus bestimmten Eigenschaften lid@nwird ein
Wachstumsvorgang mit einer Differentialgleichung charakterisiert, kann at
dieser die Funktion hergeleitet werden.)

Die Daten und deren Entwicklung werden normalerweise in bestimmteasz
tern erfasst.

Die Entwicklung der Gesamtpopulation setzt sich zusammen aus mogliche
se gegenteiligen Entwicklungen der Teilgruppen, in welche die Papulatt
terteilt wurde.

ach

Die
n de

IS

pitr

erwe

Diese Punkte sind in den diskreten Modelbeniicksichtigt.
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Beispielaufgabe 4

Neues Aufgabenformat

Leistungskurs

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| i |n

Nach Jahr  diskretes Modell stetiges Modell

1 650 660

2 2.800 2798 | Nebenstehender Vergleich wird

3 11.850 11.851 naturlich nicht erwartet.

4 50.200 50.200

5 212,650 212,650 Er zeigt die schnelle Konvergenz

6 900.800 900.800 des rechten Summanden im Bereth-

7 3.815.850 3815850 | nungsterm gegen O, der ja wegget

8 16.164.200 16.164.200 | lassen wurde (s.0.).

9 68.472.650 68.472.650

10 290.054.800 290.054.799

11 1.228.691.850 1.228.691.847

12 5.204.822.200 5.204.822.188

13 22.047.980.650  22.047.980.593

14 93.396.744.800  93.396.744.544

15 395.634.959.800  395.634.958.694

10
Insgesamt 100 BWE25 | 55| 20
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Beispielaufgabe 5

(Leistungskurs)

Neues Aufgabenformat

Beispielaufgabe Pantheon

LA/AG

Diese Aufgabe behandelt Aspekte des grofdten und bekanntesten antiken Kispipeiam (friihes

2. Jahrhundert n. Chr.).

Der Bau besteht aus mehreren Teilen
(siehe Abbildung unten). Der beeindru-
ckendste Teil des Bauwerks ist sicher-
lich die ,Rotunde”, ein zylinderformi-
ger Raum mit aufgesetzter Kuppel, die
im Innenraum halbkugelférmig ist (Ab-
bildung rechts).

Die Hohe des Innenraumes entspricht
dem Durchmesser von Kugel und Zy-
linder.

Die Hohe des Zylinders entspricht dem
Radius der Kugel.

Die zur Kugel fortgesetzte Halbkugel
wuirde also den Boden des Rundbaues
gerade berthren.

a) Berechnen Sie die Mantelflache des
Zylinders und die Oberflache der
Halbkugel und deren Verhéltnis zu-
einander, analog die Volumina von
Zylinder und Halbkugel. 10P

Runden Sie in nachfolgenden Teilauf-
gaben lhre Endergebnisse auf 2 Stellen
nach dem Komma.

b) Der Ursprung des Koordinatensys-
tems sei im Mittelpunkt der Grund-
seite des Zylinders.

Die xs—Achse zeige nach oben, die
X—Achse nach Westen und die-
Achse nach Norden (siehe Abbil-
dung rechts).

» Bestimmen Sie nun die Gleichung
der einbeschriebenen Kugel
(Radius = 21,73 m).

* Leiten Sie damit eine mathemati-
sche Beschreibung der Halbkugel
her und eine Beschreibung der o-
ben in der Kuppel befindlichen
kreisformigen Licht6ffnung (,Au-
ge"), die einen Durchmesser von
9,45 m aufweist und deren Mittel-
punkt auf dexs—Achse liegt. 15 P
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Grundriss des Gesamtbauwerks

c) Skizzieren Sie nach den Daten aus b) die Rotunde in anliegendem Koordistat@nsy 15P
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Beispielaufgabe 5 (Leistungskurs)
Neues Aufgabenformat

d) Betrachten Sie ein Dreieck vom Podest vor dem Pronaos aus (Punkt A) bis zude& Suelli-
chen Teils (Punkt B), zum héchsten Punkt im Innern der Rotunde (Punkt C) und aurigkiz-
gangspunkt. Das Dreie@dBCund die HOhe&CD liegen in deixxs — Ebene und im Ursprung des
Koordinatensystems.

Die Katheten der Teildreieck®CD undBCD verhalten sich jeweils zueinander wie 3 : 4.

» Bestimmen Sie die Koordinaten der Punki® undC.
* Untersuchen Sie das Dreie&BC. 15P

Fallt durch die Offnung in der Kuppel (das Auge) helles Sonnenlicht, aafisiem FuRboden, an der
Wand oder der Kuppelinnenseite ein Lichtfleck zu sehen.

e) Zur Mittagszeit strahlt von Stden her paralleles Sonnenlicht in dase,Auginem der Jahreszeit
entsprechenden Winkel, gemessen gegen die Vertikale.

« Begriinden Sie, dass die Form der Lichtscheibe kongruent zur Offnung in det Ktmudern
Sie die Lichtscheibe vollstandig im Bodenbereich befindet.

» Bestimmen Sie den Bereich moglicher Winkel, sodass die Lichischellstandig auf den Bo-
denbereich der Rotunde trifft (also innerhalb der Grundseite des Zylinders)
Da der Durchmesser der Offnung in der AuBenwand der Kuppel geringer ist alsrclemBsser
der Offnung im Inneren, kann man vereinfachend diese Offnung im Inneren als /Asmgekig
der Abbildung annehmen.

» Beschreiben Sie, wie die Lichtscheibe an einem Tag wandert und wieesehBadiwegung im
Laufe eines Jahres entwickelt, jeweils Sonnenschein voraudgesetz 25P

f) ¢ Beschreiben Sie, wo der Pukt ( 15 | 15,72 | 21,73) in der Rotunde liegt.

K sei der unterste Punkt einer Lichtscheibe zu einer bestimmten Zeit.

« Ermitteln Sie die Geradengleichung, auf welcher der zugehoérige StrahPwm@“ bis zur
Lichtscheibe verlauft, und den Winkel, den die Gerade zur Horizontalerksgifidc

* Bestimmen Sie den obersten Punkt der Lichtscheibe. 20P
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Beispielaufgabe 5 (Leistungskurs)
Neues Aufgabenformat

Anlage zur Aufgabe Pantheon

X3

20

15

10

Xy

N
O

i N

X
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Beispielaufgabe 5 (Leistungskurs)
Neues Aufgabenformat

Erwartungshorizont

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
Rl
a) | Eine elementargeometrische Aufgabe, bei der das Ergebnis viellerblifit.
Der konkrete Zahlenwert des Durchmessers spielt keine Rolle.
Mantelflache Zylinder / Oberflache Halbkugel:
Es gilt beim Zylinder Radius= H6heh und damit M = 2n r?
Oberflache Kugel =# r? und daher gilt firr die Halbkugel Oy = 2n r?
Die beiden Flachen sind gleich und damit ist Mz;:Oy=1:1
Volumen Zylinder / Volumen Halbkugel:
Vz=nrPundV, _14 s _2 e, Damit istVy : V=3 : 2.
2 3 3 10
b) | Kugel:
Mittelpunkt =My = (0 | 0 | 21,73 ).Die Koordinatengleichung der Kugel lautet
daherx” + x,? + (%, — 21,73f = 21,73, fur die Halbkugel mit der Einschran
kung x, > 21,73.
Auge:
Berechnung der Hohe des Kugelabschnitts mit den gegebenen Radien:
r.> =h-(2r, —h) ergibt eine quadratische Gleichunghimamlich
h?—2r -h+1,>=0, alsoh, ,=r, £4/r,° —ry°
rq = 21,73 undo = 4,725 eingesetzt ergibt geruntdet 0,52 undh, = 42,94.
Die Punkte des Begrenzungskreises haben daheyKigordinate 42,94.
Fur diex;- undx,-Koordinaten giltx? 4 x,? = 4,725 (bzw. gerundet 4,73 15
c) A Es sind Punkte auf dem
POI ] Boden des Zylinders zu
/"’Té‘k\ bestimmen, z.B.
o (#21,73/0]0), (#21,73|0)
/ und (#10]#19,29|0) bzw.
/I (#19,29k10)0).
[ st A _ _
/] A Diese Koordinaten kon-
/ I nen auch mitx= 21,73
v [T1 | \ verwendet werden.
)%
5 - Der héchste Punkt der
™~ =T ] Kuppel (Innenraum) ware
EP== N bei (0]0]43,45).
/B’ 5 »
yd / ~ Koordinaten des ,Auges
_qf/-?o 5 -0 | 5 o] 15 ,)ffd 25 ” (Rand) ermittelt man wie|
10 Dl oben, z.B.44,73|0]42,94
ol T [ ] ot oder (#3|#3,66|42,94)

15

il
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Beispielaufgabe 5 (Leistungskurs)
Neues Aufgabenformat

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

d) [C=(0]0]43,45) un€p| = 43,45 nach dem Eingangstext.

DreieckBCD: %:%:>|BD|:O,75 43,45c 32,5. Damit gilt

B=(-32,59|0]0), derhliegt im negativen Bereich d&-Achse.

DreieckACD: M:i1:>|AD|:—4- 43,45~ 57,9:und damit
|CD| 3 3

A=(57,93]|0]0).
Es handelt sich béiBCum ein rechtwinkliges Dreieck, denn

-57,9 32,5
AC = 0 , BC=| 0 |.Diese Vektoren stehen senkrecht aufeinander,
43,45 43,4
-57,93( 32,5
weil 0 0 |=-0,0362 C
43,45)| 43,4

Es ergibt sich genau 0, wenn man bei |BD| und |AD| nicht rundet.

Hinweis: Der Nachweis, dass ABC ein rechtwinkliges Dreieckdst) much mif
Mitteln der ebenen Geometrie aus den Verhéltnissen der Katheten der beiden
Teildreiecke geschlossen werden. 15

e) | Boden und ,,Auge* liegen in parallelen Ebenen, die einfallenden Sonnernstrahle
werden als parallel angenommen. Damit kann die Abbildung mit Parallelo-
grammen beschrieben werden. Der Lichtfleck ist also ein Kreis, korigruien
Offnung im Inneren der Kuppel.

Der Strahl, der gerade noch auf den Boden trifft und vom nérdlichen Randpunkt
des ,Auges” in dekxs—Ebene ausgeht, markiert den groRtmdaglichen Winkel.
Nordlicher Randpunkt 8l = (4,730 | 42,94 ),
Nordlichster Bodenpunkt By = (21,730 0).

17,00

Die Gradegy durchN undPy hat den Richtungsvektdﬁ: 0
—42,9

Er weist zur Vertikalen einen Winkel ver= 21,6° auf, daana =LOO

42,94’
Vom hdchst méglichen Sonnenstand bis zu einem Einfallswinkel von 21,67 liegt
der Lichtfleck vollstandig im Bodenbereich.

Wandern der Lichtscheibe:
Sie bewegt sich von einem Wand- oder Kuppelpunkt der westlichen Seite [der
Rotunde in Richtung des FuRbodens und zugleich in Richtung der &stlichan
Seite. Nach Uberschreiten defAchse kehrt sich die zuerst genannte Bewe:
gung um.

Diese Bewegung gilt prinzipiell fur jeden Tag, jedoch sind Lange und Ausl
kung der Bewegung abhangig von der Jahreszeit. 25

1%
o
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Beispielaufgabe 5 (Leistungskurs)
Neues Aufgabenformat

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

f) |[K=(15]15,72|21,73)
liegt zunachst in einer Ebe-
ne parallel zum Boden, auf
welcher der Zylinder in die
Halbkugel tibergeht, da die
xs—Koordinate 21,73 ist
(Kugelradius).

Er liegt auf einem Kreis um
M = (0|0]21,73) mit dem
Radiusr = 21,73, denn

J15° +15,72 ~ 21,7.

Er liegt also auf der Wand
der Rotunde direkt am U-
bergang vom Zylinder zur
Halbkugel.

Die Ebenen, in d&k und
die Licht6ffnung liegen,
sind parallel.

Xy

Der Strahl verlauft in einer Ebene, die senkrechixgyrEbene liegt und den
Koordinatenursprung und Purktenthalt.

Da diex;- undx,-Koordinate jeweils positiv ist, liegt K im Nordwesten. Der
zugehorige Strahl kommt daher aus stdostlicher Richtung (siehe difige A
dung).Wegen der Kongruenz (siehe d)) konnenxgiand diex,-Koordinate des
Ausgangspunktes; des Strahls entsprechend der Skizze bestimmt werden, z.B
mithilfe des Strahlensatzes:

SeiA; = (@|b| 42,94).
Dann gelten die beiden folgenden Bedingungemfiilmdb:
« Aliegt am Rand des Auges, also auf einem Kreis mit dem Radius 4,73

a?+b*=4,7%
* Nach dem Strahlensatz Q—l:i
b| 15,72
15 Y’
Damit ista® =|——| b®. Eingesetzt in die Kreisbedingung folgt
15 | , ‘ _
——| +1|b’~ 4,73 = b k& 3,4.und weitefja| = 3,26.
15.72

Wegen der Lage der Punkie bzw.K missen die beiden fehlenden Koordina
ten vonA; negativ sein, also

A = (-3,26] -3,42| 42,94).
Die Gerade, auf welcher der Strahl verlauft, hat dann z.B. die Gleichung
—3,26 18,26
0,: X=|—3,42|+A-| 19,14|.
42,94 - 21,2
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Beispielaufgabe 5 (Leistungskurs)
Neues Aufgabenformat

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

A, =(3,26| 3,42| 42,94) liegt
dem Punk®; auf dem Rand des
»<Auges" direkt gegeniber. Die
zu g, parallele Gerade durdgy
markiert den Verlauf des Licht-
strahls zum obersten Punkt der
Scheibe. Da aber die parallele
Ebene begrenzt ist, ergibt sich parallele Ebene
als oberster Punkt der Schnitt-
punkt jener Gerade mit der
Halbkugel (siehe Abbildung).

Parallele Gerade:
3,26 18,26
g,-X=|3,42|+A-| 19,14
42,9 —21,2

Schnittpunkt S

Schnittpunktberechnung:
Koordinaten einsetzen in Kugelgleichung:

(18,26\ + 3,26)+ (19, 4+ 3,42} (42,94 2D\2% 21773) 1,78

Das ist eine etwas rechenintensive quadratische Gleichunglie gerundet di¢
beiden LosungeR; = 0 undA, = 0,5652 liefert. D&, auf der Kugel liegt, war
die erste Losung zu erwarten. Die zweite Losung eingesetzt liefdrud&t
S=(13,58|14,24|30,95).

Winkelberechnung:
18,26 0

SeiR=| 19,24 | undV =| 0 |. Dann ist der mit der Vertikalen eingeschlog
-21,2 -1

sene Winkelcx:arcco{ RV Jz 51,28
R |V 20

Insgesamt 100 BW| 25| 55| 20

Hinweise:

Die Aufgabe Pantheon ist nicht als Beispiel fur eine Abituraufgaiolecht, wohl aber als Ubungs-
aufgabe zum Abitur.

Man bendtigt zur Lésung der Aufgabe u.a. raumliches Vorstellungsvermogen.

Kenntnisse der ebenen Geometrie werden wiederholt, z.T. in Kombinatidemaibalytischen Ge-
ometrie.

Beim Einsatz der Aufgabe im Grundkurs eventuell die Teilaufgabeeftiseén und zusatzliche Hilfe
geben.
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